Type Two Theory of Effectivity and Real PCF  by Schulz, Holger
	 
 	 	  	  
 			


  
   	 
   
 	

	
   

  


 !""#
$!$"
% &&'''$
$!$"&(!""

   	
       	  	 
 	       
 
  	    !       "
   #$ 
  
  %&
 !'('  
  
 )%  *   	    +
 ,
-    	   .  
     
   ,
/        	          	)
  #$    
  
  0  * 12 "
      12 ' 
   
 
  	  	
 	

	
	 	    
 	 	  	 		


  
 	  	  
	 
   

	
	   	   	
     
  

 	   
	
 
	   
 
	 	
 		 	   
     	  !		   "   
	
 
	
	     #  	
  # 	  
 #	

  # $ 	 	 	  	
   
 
!	
 	 %
	
& 		 	
'#     	
 	 		 
 	 	 	    	 

     
 	  
 
 	 	 	
        
	   	

 (  

   	
    

 	
  

 

   Open access under CC BY-NC-ND license. 

) #	

 	 #  #
   	     	 
 %*& *  	
	 #	   	 	 # 	 
  " *
	 	   #   	
	   
 	   #
 
    "     	 
	
   
   	 	   	
 	

+ 
   	     







      ,




, 	



#	 	
  

 

    
  	   	
  #

 "
  
  -. #	 #   /  + 

 	

  
    /	  /
   	 	 	
	 
	   	
 	   
 	
  %&  
      	 	
 	  	

  
 # #	

 	 	 0
 1$  /	  
	
 	 
 1$  	 2345 )  0
 1$
 1$  	  #   6 	
 6  #  6
	
	  	

 #  # 
 	 	
 '
  	 
  #    	
7

 # 	  		
  0
 1$  	

$  	 	 	 	   
 ( # 	  	 	
	8 9#   	
	  8

 # 	    	  	  	  /  
    	  /   	 
  0
 1$ 

  	 8

"   
	
 1$ 0
 1$ 	  


 		

 	   
8
   # 	   #  

#	 # " 	 
	    
		  		    	 	
  	
	     0
 1$  #	 	
 
	    # 	 		   	   
	
 #   
 	 	  	  
  


 	
	
     
   	  	 
  	
 
		 #	  


	
  	    

#	 7
) 	 	
	    	
 
 
	 	  	
   "     	   	 2:5  

 )  	 	  #   0
 1$  #
  

 0
 1$  
 	      

) # 	  	
;
 7      /	
 
 # 
4

 	  7    "
;
 	  
 	 	  
	
    # 	 	  	
 	 	
	  		   7 "  	 	 
   0
 1$
 	 	 
  # 

    		 #   #	  0
 1$   
	  # 	 )    	  #	 	  
	   % &  	  /     % &
 	  /   	 	 	 	 	  1$  
 	
	 	    	 #	       /
  	 
     	 #	   
   	
	 
 #     	
 # 
  / 	 	 
	 0
 1$ 
" 	 /   

  #	

  	    


  	  	   
	 	 23<5
 



    	 

 

#	  
  #

 # 	
    	 2434=5
+  # 	 >	 	  	 >	 

#	 	 	 	
   
 		 	   	      	
 		 
 	      
 	 	 # 
 
  	 	 # 	 	 ?

	  

 
 


     


 	   
   7 

   	 
	 

 %


     


@ 


& 	  	 #	   	


7 %?

&

 ?

#	 %


%

&     


%

& , 


%

%

     

&& #
%


%

&     


%

&
 	 	
	  
 	 #	     
	 	     
  	
 	 	 #  	!
	  
  
 	  
 	!
) 

  	 Æ

  Æ

 	!  /	  	 
#	   	 

7 ?

 ?

#	 Æ

%

%&& , Æ

%&  


  Æ

 # 	   	    	 	
 
 
  	 	   
   	
 
	



7 ?

	  







    
  , 	 

,  

  	 		 	 	



7 ?

	  

   





   





4

#	 

 3 = 3   	
 ) #	

    #	  
 
A

    	    	 	
#    
  
) 	  
 	
  %& %	
& #  	   
 
 	
 	
	 
 , 2B5 #	  	  7    
 	
 	
   	   	   /	  	

	     
# 	 
  	  	 	
 	    	 " 	 
	
 	   	
 
          	 ! 
           
 	 # #  		  
   #	  	
 2 5
" 	 # # #	

 	     , 2 5      = 
    3 	     	 	    	     

 
 	 


, 2= 35 '	  
  	 2= 35   #	
 	 	 	 #	 -3.
   	
 	   7
 7      2 5 2 5  2% & B  % & B 5
 	  	 	 	      	    )
   	 	


7      
    
 /	  	 	 	 	


 

 	



 			 	 	


Æ 

, 	 %	
 	 2:5&
 	
  7, 2=


5  7, 2





5   7, 2


 35   	
 	
   #	  		 3=  3 	

   	 #  	    # 	  	
  
  %	& " 





 2= 35   #  	  



 , 2= 35 



7 


 2= 35 %

&

 
	



  

, 


%


%   &    &
   	    


 
 
%		& 
	

	
 

%			& " =      3   , 2= 5   , 2 35  

	
 

<

 # #	

   

#	 %	& 	7
	    
 7 	


      %  & 









 	  , 
 	  , 	
   	  , 




7     	


 %2 5 2 5& 









 	   
	 	   

 	 2 5  2 5 , 


 7   	


   


3
4
 
	
$ 
 	  
 	  !	  	  	  , 2 5       =      3  
  	  7          %&  %& 	 	



$  !	  	 	  # 	   	 



 	   #  
 	 	  /	
 
 
 %     2= 35  
     	

 	       %&
;
   
 
      !	  + 	 	  7
   	   	!    

,    %Æ%&&  %& 	
	
 

 

 &      	 

7      
 	 	


 


 
  	   
  #

 ) 


  	   	
	   	  
 	
 
 %	& 
;
 7 

    	 ) 

  7 2= 35

	 2= 35
#	 %& ,  
;
%&  

  %& ,
;
%&   
;
 
%		&
;
 7 

  	 

    7 2= 35

	 2= 35 	!  	  

;
 
%			& + 	  7 2= 35 	 2= 35 	 

  	!  /	 

 /	
;
 7      
:

" 	 	  #   		   	 	
;
 7
   	 	   	 	  7 2= 35 	 2= 35  
	 /	 243<5
C 	 	   
 /	  %
 
&
 
	 	 #	

   	     	
  	 0

1$   
#
$ ' 
)     0
 1$  "   2:5 # #	

     

   #   +   	 
  !	 
 	  	
 	 	 	    	 
% 2345&  	  
	 ( #  
  	
  	
 	
 
	
 
 +  	  	    	! 	 	 %&  
	 Æ 7   %&   

#	 	 
7

   Æ%& 	 Æ%& 	 	

!  Æ%

&   	 	

 
	 " #	  !   7 Æ%

&   Æ%"%!&& ,

Æ%

&
#  	  	    	    
0	   
  
 	7 $  # 	 
   #    	 	 2  #5 	 	  	
 " 	 
   
 	 $ 
 	
  7 2  5   #	   	 	  	

  / 	 	 
  	 
 
 " 

    	   

   
 	
 7 

   


$ 7   

   %    %  
	  (    
$

  

 $%&  



  


 %&  


 )  /   $  	    	  

#	
	
7
 7 2

 

5  2  5    Æ  Æ $
# 7 2  5  2

 

5 &  $ Æ & Æ 
D

)     	 2  5 	  !	   #
  
   		
       

 	  %0
 	 
  	   !	       !	
 	
& )  	  !		  	   #		 
 	
 
  	   #     
	   	  	  (  
  
 #  # #	

  
  	
	
	  

 # #		    

 	  +  
	 # #	

  			  	   	  
	   	
     
  
	  % 23=3<5& $  	  	
  /
 	 #	  	   
$$ ' )*&
)  1$   #

 # 2345 ) 	       

		
    '   
    




 

   


  (      / 	 



   )   	  
    	

 		
)  0
 1$ 	 #     
  1$ +		


#   

#	 7 


 


    


 

 

 


  #  )
 #    
  	 	  
 # 


, %

& 7 

 


 
 %	& + 	  	 

 ' )*& # 	!  0
 1$
  #	  ,  /	
%		& + 	  7 2= 35 	 2= 35 	 ' )*&  	!  0
 1$ 
 /	  #%& 	  /	   
$+ 
 
! 
" #$%& !' &  	  7 2= 35


2= 35  	   ,
%	&   ' )*& 
%		&   
%			&   %


     


@ 


&
( )
 
 ( , 3
-3  4.7 * 	 
   #  *  	 	 
   	
	
E

-4  A.7 
;
 7       
 /	    ) 
 
 	 &%


& %


&
	
;
 	  
 	  F
	

,     
;
%%&& 	
	
 
      
 	 	 + 7   
#	 +%& , F
	

/	 *	

 +      % &
	 	
)     # 	 

	 & 7 ?

 ?

  , ,


 

     %


&   	 

  
 # #	  %
3   4&
- 7, =@

 



   	    3
)	 +%-&   4
  , 3    
 

 

 , +%!&@
%!0  
   4!&
 .

%

&.

%

& 
     3
! )	 .

%

&.

%

&     
@
- 7, -B 3@
 @
G	 	
	 	  	  # 



%,&  H  %


%,&& , 


%&%,&&
-A  3. 	    

#	 
 
   
 	
		 	 	   	
  	
   # 	 #	   0
 1$ ) #   
	
  
	
 1$   C 	   /	
	
) 

  >  	! 	 #	    
   
  	 /
  
   	  C  # 
  	
 
 >   	 >  	
      #	     	  
 "  
  > #	

   

 
) &  -    	 

7 ?

  
  	 +

7    . ,
   # 

   


	   	  # 

   

	 
 
+

%"

   

#& , "

   


#
 "# 7 ?

     #
(     	     	  /   
    	  /   	 
 	  	 	  

I

     C 	     	 	 
'# # 
     	
 
 
 
 %


@ 


& 	  7 2= 35 	 2= 35  '
)*& 
(     > 	   +

 	  

A3= #	     /        / 
 	 +

	 	  1$  
  

  
	 1$    
 	 

 		   	
	    "   	
 	  0
 1$    
  

$	 #    0
 1$  *

 
* , %*& 7   


 
#	
*%% "

   

#& ,
















%%& 	 %"

   

#& , 

	
%%& 	 %"

   

#& , 3


%%& 	 %"

   

#& , =


%%& 	 %"

   

#& , 3
#  	    %"

   

#& , 


#	7
+

%"

   

#& , +

%"

   

#& ! "


#
 	  0
 1$  

 	 & 7      
     

#7
& , 	 
%&
 *%&%



    

 3
	
 	

	
%&&



    

 3
	
&

 *%&%"

    

 3# 	

	
%&& "

    

 3#& %!&
0	  		  
	J 	  / 	 )    0
 1$
 +


+ 7,0,

0

-

% -&
%*%,%  
"

#
&%
	
-&&%  
"

#
&&
%*%,%  

&%

-&&%  

&&
#  , ! 7 

  
%

     

 

     

&  

     

 

     



. 7, 

%+&
K


& , %.&
  0
 1$  

  
 7, 0-

%. 

-&
	      /	
;
 7      7 2= 35 	 2= 35 
% 

)   /
     	  	
) 	  	
 7 2= 35 2= 35   
#	 	  # 
 	
3



    3



  
 	  	 	 #	  
 
	 	  /
  		     		  	  
  
   # 	 	 	  	  /  	

) 	
4
A
 3
4
A
,
3
A
)   

#	 	
	 


3 3 1

	


%


& ,


33 33 
	
%1&

	

	
%


& ,


333 333 
	
%

%1&&
 	   3   3  #       
 #   	     #	  	 	  
 
 A33 
;
%&, 	 
%&  

%%	

	
%&&&

 
	
%%	


%&&&
3=

" 
   	  	 /
 	     C 
  #    #	
 
      


	

/ 
  	  

  7

)  
   	
  
 	 %   

&    	  $  	#  0
 1$ 
 
	    3  #   
	 	  
  

 	

) 
 # #  


 		
 %	& 	   
 "
#  	  	
 	
   


2 	!  , 2 C

 	
    		    	  


	  
	
   	 	
C   #  


 		  	  	
	   
	 	  0
 1$    #	

  # 	 		
	    #	 


 	  #	 
	  	
  # 	 #	 #	 	! 		 
	    
  (    	 #	

  
 
  	   	
 	
  # #	

 
 	
	  " 

)  #  
   #
 	 #  
  
 /	 #	      0
 1$ 
         
 	  0

1$     #	 #
   	
	  0
 1$
  0
 1$ 	
 #     2E5
 	

 #   6   6  	
  0
 1$ #	  
#   *!		 #	    	
 	 %#

 
  # 	  
     
 	  7 2= 35 	 2= 35


	   	  	  
	       	 	
 	

 	! 23<5&
C  L # 	    	   
  
	  	 	   # 	 *	

 #
	        
  # 	
 
	  	
 
 
	 #	

    
  	
 
 	
 #  		
	    % 
 


 -. 	 	 & 	 
 
   
   
		 > 	 
  	
  	
   	   

  	 	 #	 	 	    	 

 	

  
	 
 	  
 

#  	  

	 		   
 
	   #  	 
	
 0	

" 	 / 2A5 
   #	 	  	  

33

 	  !	 	    1*
M0	
 	    	   	 #
	
 -	3
 	  -	 4 
  5 % 6	
 -	3
  7 6 8
  9:3  ;3  1	
< 	 , 	   => ? 
 1  !! 
' 7 	  @ # )*
 
! % 
* , *#: - !>(
, % -   A + "
  
%%
  %!
*
  
   1	   
  % - 
  %!
  

 % 
" ,


 
  +  
	 ;  B!!CD   (= "'
" %E 6 : -./ ,"" ' 
 !*  1	 
	
 B!!D  C!="
 %E 6 : 912    	5 - 	)
  )   	 	< 7 
/	 1 7	  1	 F	 !! - 
5GG
3
C %E 6 : 0
 -./ ,"" '   !
 5 - %
 4  8 613  +"
   
" /
 1"
 .%!     /	 1 #3 - !!
1 1 ? !! /1   ,=' 
> 7 8  9- 2 -  1	
  *
F	< 7  HI   !!,
! 7 8  0
 !* %!
* 
" "
 
/	  1	 		 B!!D  ='"
( 83 - )*
 
! ! ""
 
* !,)( HA)8:  !!,
 @ @)/ 91	
 
  * 2<   
1	  +3A + !!
' 3 8 7 2./ "" 
 
 %
 
!
 
1	   B!CCD  '',='""
, )% 6 +  / * 91	
  -
  
<
 J + !>!
  K : 9+3  * L )  J< 6$
 HA)8:  !!C
34

"  7  3!  


   %!
 5 4 
!

-   
  
"   !=C !C(
 3 % 5 ! *'*
 	
6 " +
 4 
	
; 	 B! "D   "=">
C  - 3 %!
* !* ' 
 
%%
  
7"!%*  ; 6   B!,CD  ',(='"
>  -; 3 %!
* !* ' 
 
%%
  
7"!%* 
   ; 6   B!,CD
 "  =" 
! # @ 91	
< %-1 6  
1	   J + : !>C
'( # @ + !"
  %!
* 

 5 7 +
1 1 4 8  *  /: #  .*

%, 
"  " 

 
" %!  -"
 1. 8  =>!  J  !!C
' # @ + % "!  %!
* 

 
 2HA)8	 : !!C ' 
3A
